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i�BH に関するこれまでの主な結果

色付きジョーンズ多項式

! 色付きジョーンズ多項式とは
GB2 代数 sl(2,C) の (M + 1)@次元の既約表現 oM+1 に対して定義される結び目- 絡み
目のǴ多項式Ǵ に値を取る不変量の族 {C sl2

E (M)}MX UC sl2
E,M([) と書いたりもするXV

" _2K�`F
• 色付きジョーンズ多項式 {C sl2

E (M)}M は [ •
2 Z[[±1] に値を取るX

• o2 から得られる色付きジョーンズ多項式 C sl2
E (1) がジョーンズ多項式X

色付きジョーンズ多項式 C sl2
E (M) に ±[ •

2 をかけて [@多項式に正規化した不変量

Ĉ sl2
E (M) = �0 + �1[ + �2[2 + · · · , (�0 > 0)

を考える事が出来るX

! 色付きジョーンズ多項式の sl2@i�BH とは
　極限ǴHBKM→∞ Ĉ sl2

E (M)Ǵ として得られる形式的冪級数 T sl2
E ([) ∈ Z[[[]]X
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i�BH に関するこれまでの主な結果

色付きジョーンズ多項式の係数の安定性

" h?2Q`2K U(�`KQM/- kyRj)V G を �/2[m�i2 HBMF とするX このとき- 形式的 [@級数
T sl2

G ([) ∈ Z[[[]] が存在して- T sl2
G ([)− Ĉ sl2

G,M([) ∈ [M+1Z[[[]]X

" h?2Q`2K U(:�`Qm7�HB/Bb@Gā- kyR8)V G を交代絡み目とするX このとき- 任意の非負
整数 F に対して {Ĉ sl2

E,M([)}M は F@bi�#H2X U0@bi�#H2 ⇐⇒ i�BH の存在V

" 1t�KTH2 3 の字結び目の色付きジョーンズ多項式の係数の表
M = 2 R @R @R y k y @k y j y @j y j y @j y · · ·
M = 3 R @R @R y y j @R @R @R @R 8 @R @k @k @R e · · ·
M = 4 R @R @R y y R k y @k @R @R R j R @k @j · · ·

M = ∞ R @R @R y y R y R y y y y @R y y @R · · ·

M = 2 · · ·
M = 3 · · ·
M = 4 · · ·

M = ∞ · · ·
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i�BH に関するこれまでの主な結果

! 色付き g ジョーンズ多項式 U結び目の量子 (g,oλ) 不変量V
単純 GB2 代数 g の最高ウェイト λ を持つ既約表現 oλ に対して定義される結び目 U
絡み目V の不変量の族 {C g

E (λ)}λ∈ΛX

" 1t�KTH2 g = sl(3,C) とすると- (F, H) ∈ Λ = N× N に対して C sl3
E (F, H) が定義され

るX 特に- {C sl3
E (F, 0)} を一行色付き sl3 ジョーンズ多項式と呼ぶX

" h?2Q`2K UAMi2;`�HBiv i?2Q`2K (Gā- kyyy)V

C g
E (λ) ∈ [ •

2 Z[[±1]

" _2K�`F
• g = sl2 以外でのǴ非自明Ǵ な結び目に対する色付きジョーンズ多項式の明示式は
ほとんど知られていないX

• [@多項式への正規化 {Ĉ g
E (λ)}λ∈Λ を考えることは出来るが- 一般にそのǴ極限Ǵ

である g@i�BH が存在するかは知られていないX

" h?2Q`2K U(:�`Qm7�HB/Bb@omQM;- kyRd)V E をトーラス結び目- g をランク 2 の単純

GB2 代数とするX このとき- 任意の基本表現 λ に対して {Ĉ g
E (Mλ)}M∈N は F@bi�#H2X

UF ∈ NV
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i�BH に関するこれまでの主な結果

i�BH に関して得られた結果の紹介

" h?2Q`2K U(uX kyR3)V �MiB@T�`�HH2H な (2, 2K)@iQ`mb HBMF h!(2, 2K) に対して-
C sl3

E (F, 0) に関する二通りの明示式を与え- その sl3@i�BH から以下の恒等式を得たX

∞∑

B=0

[−2B[K(B2+2B) (1− [B+1)3(1 + [B+1)

(1− [)2(1− [2)

=
([)∞

(1− [)(1− [2)
∑

F1≥F2≥···≥FK≥0

[−2FK [
∑K

B=1 F2B +2FB

([)F1−F2 ([)F2−F3 · · · ([)FK−1−FK ([)2FK

" _2K�`F 左辺は ("`BM;K�MM@E�bxB�M@JBH�b- kyRN) の sl3 7�Hb2 i?2i� b2`B2b
のǴ/B�;QM�H bmKK�M/Ǵ と一致するX

" h?2Q`2K U(uX kyky)V S�`�HH2H な (2, 2K)@iQ`mb HBMF h⇒(2, 2K) のに対して-
sl2@i�BH と sl3@i�BH は有理関数の差を除いて一致するX

" h?2Q`2K U(uX kyky)V ǴKBMmb@�/2[m�i2Ǵ な向き付き絡み目 E に対して- 一行色付
きジョーンズ多項式の極限 T sl3

E ([) が存在するX
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結び目の量子不変量と線形スケイン理論

結び目図式による結び目の定義
! 絡み目とは

R3 に埋め込まれた 'Ha1 の全域 BbQiQTv 類X

! 絡み目図式とは
R3 に埋め込まれた 'Ha1 の R2 への ;2M2`B+ な射影に交点における上下情報を付加
した図X

" _2K�`F H を絡み目の成分数といい- 特に H = 1 のときに結び目と呼ぶX a1 をアニュ
ラス a1 × [0, 1] に置き換えたものを枠付き絡み目と呼ぶX

! 絡み目図式と絡み目の対応
絡み目図式 .1 と .2 が _2B/2K2Bbi2` KQp2 の列と R2 の BbQiQTv で移り合うなら-
.1 を絡み目図式にもつ絡み目と .2 を絡み目図式にもつ絡み目は一致するX
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結び目の量子不変量と線形スケイン理論

枠付き結び目の量子不変量

! 結び目の量子不変量 U色付きジョーンズ多項式V の定義
R 表現圏を用いた定義-
k 結び目図式を用いた定義-
j その他いろいろ

! 表現圏を用いた量子不変量の構成 U概要V
• bi`B+i なリボン圏 C を固定すると- C の対象で色付けしたタングル図式の圏から

C への函手 6C が一意に存在するX
• + ∈ C で色付けられた絡み目 G+ は単位対象から単位対象への射なので- 不変量

6C(G+) ∈ 1M/(R) が得られるX
• 特に- C を量子群 l[(g) の有限次元表現の圏とすると 6C(G+) として色付き g
ジョーンズ多項式が得られるX

! 線形スケイン理論を用いた量子不変量の構成 U概要V
• 結び目 G の結び目図式 .G を描き- ǴCQM2b@q2MxH 射影子Ǵ を乗せるX
• Ǵスケイン関係式Ǵ によって交点を持たない図式の線形和 .G =

∑
B .B に分解

するX
• 各 .B のǴ2HHBTiB+ 7�+2Ǵ をスケイン関係式で消していくと空の図式 ∅ となるX
• 以上の操作で .G = 7G([)∅ となり- 得られた多項式 7G([) が色付き g ジョーン
ズ多項式が得られるX
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結び目の量子不変量と線形スケイン理論

表現圏を用いた量子不変量の構成
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結び目の量子不変量と線形スケイン理論

Ry f kj



結び目の量子不変量と線形スケイン理論
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Theorem[Reshetikhin-Turaev, 1990]



結び目の量子不変量と線形スケイン理論

線形スケイン理論を用いた量子不変量の構成
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結び目の量子不変量と線形スケイン理論
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結び目の量子不変量と線形スケイン理論

" 1t�KTH2 U時間があれば計算例V
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線形スケイン理論による "`�B/BM; の分解公式

ツイスト公式 Ug = sl2 の場合V
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Theorem[Yamada, 1989]

Theorem[Masbaum, 2003]



線形スケイン理論による "`�B/BM; の分解公式
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Theorem[Y. 2017]



線形スケイン理論による "`�B/BM; の分解公式

ツイスト公式 Ug = sl3,λ = (M, 0) の場合V
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Theorem[Y. 2017]

Theorem[Y. 2020]



線形スケイン理論による "`�B/BM; の分解公式

ツイスト公式の格子の経路を用いた証明方法
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線形スケイン理論による "`�B/BM; の分解公式
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Lemma



線形スケイン理論による "`�B/BM; の分解公式
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結び目の i�BH から [@級数の恒等式を得る処方箋

結び目の i�BH と [@級数の恒等式
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結び目の i�BH から [@級数の恒等式を得る処方箋

U7�Hb2V i?2i� b2`B2b に関する �M/`2rb@:Q`/QM 型の恒等式
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Theorem[Armond-Dasbach, 2011]

Theorem[Hajij, 2015]



結び目の i�BH から [@級数の恒等式を得る処方箋
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Theorem[Y. 2018]

Theorem[Y. 2020]


